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Nach einer Einfiihrung in die Grundbegriffe der Quantenmechanik wird gezeigt, wie sich ein
chemisches Problem in der Sprache der theoretischen Physik formulieren ldfit. Die dabei
auftretenden Gleichungen lassen sich im allgemeinen nicht geschlossen losen. Man kennt
aber fiir bestimmte Fragestellungen niherungsweise numerische Losungsmethoden, die mit
vertretbarem Aufwand geniigend genaue Lisungen ermdglichen. Die wichtigsten unter diesen
werden vorgestellt — und soweit méglich — physikalisch anschaulich interpretiert. Besondere
Beriicksichtigung finden die modernen quantenchemischen Methoden und die Voraussetzun-
gen, auf denen sie beruhen, gleichwie die Grenzen ihrer Anwendbarkeit. Eine ausfiifrliche
Diskussion der Theorie der chemischen Bindung ist einem folgenden zweiten Teil vorbehalten.

1.1. Einleitung

Fin wesentlicher Grund fiir die Schwierigkeiten, die bei
theoretischen Uberlegungen in der Chemie und bei der
Interpretation quantenchemischer Rechnungen immer
wieder auftreten, ist, dal der Chemiker oft nicht weif},
was bestimmte aus der Quantentheorie stammende Be-
griffe wirklich bedeuten, wieweit man mit ihnen quali-
tativ operieren darf und unter welchen Voraussetzungen
sie mit aus der chemischen Erfahrung gewonnenen Gro-
Ben und Vorstellungen identifiziert werden kénnen.
Dieser Bericht soll in seinem ersten Teil die Grundlagen
der quantenchemischen Methodik vorstellen, wobei die
Anwendung auf konkrete Fragen noch zurlickgestellt
wird.

Die Quantenchemie setzt uns grundsétzlich in die Lage,
Bindungsenergien, Dissoziationsenergien, Ionisations-
potentiale, Elektronenaffinititen, Frequenzen und In-
tensititen spektraler Uberginge, Elektronendichten,
Spindichten,  Dipolmomente,  Polarisierbarkeiten,
Gleichgewichtsabstinde, Kraftkonstanten, Behinde-
rungspotentiale fiir innere Rotationen, Basizitdtskon-
stanten und andere statische Eigenschaften von Mole-
kiilen, lonen und Atomen ohne Zuhilfenahme empi-
rischer Daten zu berechnen.

AuBer den statischen Eigenschaften einzelner Molekiile
lassen sich auch die zwischenmolekularen Kréfte er-
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fassen und Antworten auf Fragen geben, die mit chemi-
schen Reaktionen zusammenhidngen. Der erforderliche
Aufwand ist nicht fiir alle Eigenschaften gleich. Zur
Berechnung der Dichteverteilung der Elektronen sind
z.B. Niherungen durchaus ausreichend, die im Hin-
blick auf die Berechnung von Elektronenspektren ganz
unzulissig sind. Ahnlich lassen sich Bindungsabstinde
auf wenige Prozent genau berechnen mit Ansitzen, die
zu Fehlern von mehr als 100 %; in den Bindungsenergien
filhren. Erwartungswerte bestimmter Operatoren er-
fordern andererseits viel genauere Wellenfunktionen als
zur Berechnung von Gesamtenergien nétig sind. Welche
Vereinfachungen man einfithren darf — und damit oft
die Frage, ob man den Rechenaufwand auf ein vertret-
bares MaB reduzieren kann — hingt also ganz wesent-
lich vom Problem ab.

Im Prinzip sollte es moglich sein, die Eigenschaften
irgendeiner beliebigen, bekannten oder unbekannten,
bestindigen oder unbestindigen Verbindung zu berech-
nen oder das Ergebnis irgendeines — durchfiihrbaren
oder nicht durchfiihrbaren — chemischen Experimentes
theoretisch vorherzusagen. Dal} die numerische Quan-
tenchemie sich heute noch vielfach mit vergleichsweise
bescheidenen Problemen befaBt, liegt an der extremen
Kompliziertheit der zugrundeliegenden physikalischen
Gleichungen. Immerhin kennt man manche molekulare
Gebilde, so etwa Hs oder Hj, heute bereits theoretisch
besser als experimentell. Beispielsweise ist auch der
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beste Wert fiir die Elektronenaffinitit des H-Atoms der
aus theoretischen Berechnungen [1). Die Existenz des
stabilen Kations des Cycloheptatriens und des stabilen
Anions des Cyclopentadiens folgte aus der Theorie 2]
und wurde spiter experimentell bestétigt.

Es gibt viele weitere Beispiele fiir theoretische Voraus-
sagen, die spiter vom Experiment bestitigt wurden.
Auf manchen Arbeitsgebieten, z.B. dem der UV-Spek-
troskopie, der Kern- und Elektronenresonanzspektro-
skopie, der Untersuchung der Metallkomplexe von
Aromaten erwies sich die Zusammenarbeit von Theorie
und Experiment als besonders erfolgreich. Und in den
kommenden Jahrzehnten wird eine solche Zusammen-
arbeit sicher eine wesentlich groBlere Rolle spielen.

Zu den Methoden, deren sich die theoretische Chemie
bedient, gehort nicht nur die Quantentheorie, sondern
auch die statistische Mechanik, die den Zusammenhang
zwischen den Vorgingen in molekularen Dimensionen
und den Eigenschaften der makroskopischen Materie
herstellt. Manche Fragen der theoretischen Chemie
greifen auch in den Bereich der theoretischen Festkor-
perphysik iiber. Wir beschrdnken uns hier aber auf die
Quantenchemie im engeren Sinne, d.h. auf eine Theorie
der Molekiile und ihrer Wechselwirkungen. Dabei sol-
len — soweit das in diesem elementaren Rahmen még-
lich ist — besonders Probleme und Ergebnisse Beach-
tung finden, die Gegenstand gegenwdrtiger Forschung
sind und noch nicht Eingang in die Lehrbuchliieratur
gefunden haben.

Selbstverstindlich beschriankt sich die Quantenchemie
nicht darauf, iiberaus komplizierte Rechnungen unter
FEinsatz elektronischer Maschinen an Problemen um ihrer
selbst willen durchzufiihren. Hauptaufgabe der Quan-
tenchemie ist, Ordnung und Systematik in das reichhal-
tige Erfahrungsmaterial der Chemie und der physikali-
schen Chemie zu bringen und diese von mdglichst allge-
meinen Prinzipien aus zu verstehen. Dieser Gesichts-
punkt wird vor allem in Teil IT zur Geltung kommen.

1.2. Das der quantentheoretischen Chemie
zugrundeliegende physikalische Problem

Ein chemisch interessierendes System kann ein Atom,
ein Ton, ein Molekiil, ein Komplex, oder ein ganzer Kri-
stall sein, es kann aus mehreren — gleichen oder ver-
schiedenen — Atomen, Molekiilen, etc. bestehen, die
sich in stationdrer Wechselwirkung befinden, die sich
relativ zueinander bewegen, oder die in einer chemischen
Reaktion begriffen sind. Physikalisch gesehen handelt
es sich bei jedem dieser Systeme um eine Anzahl von
Atomkernen und Elektronen, die mit elektrostatischen
Kriften (Coulomb-Kriften) aufeinander wirken und
deren Bewegung nach den Gesetzen der Quantenmecha-
nik beschrieben wird.

Wiire die klassische Mechanik in atomaren Bereichen
giiltig, so hitte man die Bewegungsgleichungen
fiir ein solches System aufzustellen und zu 16sen, wobei

[1] C. L. Pekeris, Physic. Rev. 112, 1649 (1958).
[2] E. Hiickel, Z. Physik 70, 204 (1931).
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zum Festlegen der Losungen gewisse Anfangsbedin-
gungen bekannt sein miissen 3, Die Losungen der
Bewegungsgleichungen wiirden uns dann die Orte und
Impulse der einzelnen Teilchen (Kerne, Elektronen) als
Funktion der Zeit angeben, d.h. die sogenannten Bahn-
kurven. Bei abgeschlossenen Systemen wiirden
gewisse physikalische GroBen, etwa Energie, Impuls,
Drehimpuls, zeitlich unveridndert sein, sogenannte
Konstanten der Bewegung.

Wihrend in den Gleichungen der klassischen Mechanik
die physikalisch meBbaren GréBen, die Observablen,
wie Ort, Impuls, Energie, etc., unmittelbar verkniipft
sind, treten in den Gleichungen der Quantenmechanik
nicht die Observablen selbst auf, sondern diesen zuge-
ordnete Operatoren. Einer Losung der Bewegungs-
gleichungen entspricht quantenmechanisch ein Zu-
stand des Systems, der durch eine Wellenfunktion ¢
beschrieben wird, die eine Funktion der Koordinaten
sdmtlicher Teilchen ist (also fiir ein System von n
Teilchen von 3n Ortskoordinaten — sowie von n Spin-
koordinaten, die aber in diesem Zusammenhang noch
weggelassen werden kénnen). Das Quadrat der Wellen-
funktion (oder wenn y komplex ist, das Produkt von y
mit der konjugiert komplexen Funktion *) ist als
Wahrscheinlichkeitsdichte aufzufassen, gleich-
zeitig das erste Elektron an der Stelle x;, y;, z1, das
zweite an der Stelle x3, y2, z2 usw. zu finden. Da die
Gesamtwahrscheinlichkeit gleich 1 sein soll, sei y auf 1
normiert, d.h. es gelte

+oo + 400

/ f R, / w*(x1, y1, 21, X2, Y2, 22 - ) W(X1, V1, 21, X2, V2, 22 - -)
-l—CO —0 -0
dxldyldzldxzdyzdzz. .= 1, (1)

oder einfacher geschrieben:

{*(1,2,. ..M pQ1,2,..n) dT; dT3. . .dTy = fprpdr=1 2)

wobei ,,1°° die Koordinaten des ersten Teilchens be-

zeichnet und
dTl = dxldyldzl

das Volumenelement des ersten Teilchens usw., und die
Integration iiber den gesamten Raum fiir jedes Teilchen
auszufiihren ist. (Es ist ein 3n-faches Integral, aber man
schreibt im allgemeinen nur ein Integralzeichen).

Der zweite wichtige Begriff der Quantenmechanik neben
der Wellenfunktion ist der des Operators. EinOperator
hat explizite Bedeutung nur im Zusammenhang mit
einer Wellenfunktion, wenn er links von dieser steht.
Er ist dann eine Vorschrift, die auf die Wellenfunktion
anzuwenden ist, oder anders gesagt, er gibt an, dal3 mit
der Wellenfunktion eine gewisse mathematische Opera-
tion durchzufiihren ist. Die beiden wichtigsten Typen

[31 Eine Diskussion der klassischen Mecchanik als Grundlage der
Quantenmechanik findet sich z.B. in dem verstindlich geschrie-
benen Buch von L. Pauling u. E. B. Wilson: Introduction to
Quantum Mechanics, with Applications to Chemistry. McGraw
Hill, New York 1935; jetzt als Paperback erhiltlich. Zur Ein-
fithrung in die Quantenmechanik fiic Chemiker gut geeignet ist
auch M. W. Hanna: Quantum Mechanics in Chemistry. Benja-
min, New York 1965.
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von Operatoren sind multiplikative Operatoren
und Differentialoperatorenf4l,

Jeder Observablen ist, wie schon gesagt, ein Operator
zugeordnet. Der Operator einer beliebigen Ortskoordi-
nate, z.B. x;, den wir symbolisch x; schreiben, ist ein
multiplikativer Operator, er bedeutet einfach: ,,{ ist mit
der Koordinate x; zu multiplizieren®, d.h.

XY = X1.¢ 3)

Der Operator px, der x-Komponente des Impulses des
ersten Flektrons ist hingegen ein Differentialoperator,
der die Vorschrift symbolisiert, ,,3 ist zunédchst nach x;
zu differenzieren und dann mit der Konstanten 7/i zu
multiplizieren* (dabei ist #=h/2w das Wirkungsquan-
tumundi= ]/jl ), d.h.

h
i

d
pxllp = —h i d oder symbolisch px1 = -

4
idx1 @

2
2x;
Ersetzt man in den Gleichungen der klassischen Physik
Ortskoordinaten und die zugehorigen Impulse durch
Operatoren, so erhilt man die entsprechenden Glei-
chungen der Quantentheorie. So wie in der klassischen
Physik die kinetische Energie T; eines Teilchens gleich
dem Quadrat des Impulses, geteilt durch die doppelte
Masse, ist, gilt das auch in der Quantenmechanik.

Der Operator der gesamten kinetischen Energie ist da-
mit

2 PxPx; + Py;Py; + Pz;Pz;
T= ZT,‘= Yy
1

i=1 2m;

o1 [ 92 22
[ . )

2mifoxt Foyr Tzt |

also ein Differentialoperator. Die potentielle Energie ist
eine Funktion der Ortskoordinaten und ein multiplika-
tiver Operator, wie die Ortskoordinaten selbst.

(6

Gleichung (6) ist der bekannte Ausdruck fiir die Cou-
lomb-Energie eines Systems von Punktladungen. Der
Strich am Summenzeichen bedeutet, daB das Glied fiir
i = j auszulassen ist. Z; ist die Ladung des i-ten Teil-
chens, einschlieBlich Vorzeichen, in Einheiten der Elek-
tronenladung, und rj; ist der Abstand des i-ten vom
Jj-ten Teilchen.

rij=| Y ou =+ i =y + -2 | )

Der Operator der Gesamtenergie, d.h. der Summe
von kinetischer und potentieller Energie, wird als
Hamilton-Operator H bezeichnet

H=T+V 8)

[4] Daneben spielen Integraloperatoren eine gewisse Rolle.
Das ,,effektive Potential* der Hartree-Fockschen Theorie (siche
Abschn. 1.6) ist z.B. ein Integraloperator. Ein solcher ist durch
einen Integralkern A(x,x’) definiert: A (x) = [A(x,x)p(x") dt’.
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Der Zusammenhang zwischen den abstrakten Opera-
toren und den Observablen, denen sie zugeordnet sind,
wird durch den Begriff des Erwartungswertes [5] her-
gestellt. Der Erwartungswert <A > des Operators A
fiir ein System in einem Zustand, der durch die Wellen-
funktion v beschrieben wird, ist der Wert, den man bei
einer Messung der Grofle 4 im Mittel findet. Es sind fiir
den Erwartungswert verschiedene Schreibweisen (9) im
Gebrauch:

A=<A>=@Ap=<ypAlp>-lpAypda O

Sie bedeuten alle dasselbe, ndmlich, daB A auf y anzu-
wenden, das Ergebnis mit y* zu multiplizieren und iiber
den ganzen Raum sdmtlicher Teilchen zu integrieren ist.
Kennt man z.B. die Wellenfunktion eines Systems in
einem bestimmten Zustand und interessiert man sich fiir
das Dipolmoment )¢ des Systems in diesem Zustand, so
braucht man nur mit dem Operator )¢ des Dipol-
moments

A n

M=e ¥ Z;1;

i=1
A A

den Erwartungswert <<3{> = (»,J{y) zu bilden (6]
(e == Elementarladung).

Fiir die x-, y- und z-Komponente von I gilt:
n
<Mxy>=e€ X Zifp*xypdr etc.
i=1

Die Bedeutung der erwihnten Begriffe sei in einem
Schema nochmals zusammengestellt ;

durch
Gleichungen mef3bar Zusammenhang
verknip(t
klassisch Observable, Observable, identisch
z.B. 4 z.B. 4
quanten- Operatoren, Erwartungswerte, uber die
theoretisch z.B. A z.B. <= A > Wellenfunktion

Die Eigenschaften eines Zustandes kennt man offenbar
dann, wenn man seine Wellenfunktion kennt. Diese ist
zu berechnen als Losung der Schrédinger-Glei-
chung, und zwar der zeitunabhingigen Schrodinger-
Gleichung (10) fiir ,,stationdre‘ Probleme und der zeit-
abhidngigen Schrodinger-Gleichung (11) fiir wesent-
lich zeitabhingige Probleme. Ein stationirer Zustand
ist dadurch gekennzeichnet, daB alle Erwartungswerte

[5] AuBer dem Erwartungswert selbst ist noch dessen mittlere
Schwankung definiert, als < A A >2 = [{A~ < A »>|2dr=
| < A2 > — < A >2|. Fiir Operatoren, die Konstanten der Be-
wegung entsprechen, ist diese Schwankung gleich null, der Erwar-
tungswert also scharf. In der Quantenmechanik ist eine physika-
lische GroBe (2 dann eine Konstante der Bewegung, wenn der ihr
zugeordnete Operator fl mit dem Hamiltonoperator ,,vertausch-
bar* ist, d.h. wenn gilt: HQ = OQH oder HQy) = Qty) fur
jedes beliebige . Operatoren sind im allgemeinen nicht ver-
tauschbar, so ist X px = px X. Bei Atomen ist insbesondere der

Gesamtdrehimpuls, sowie cine Komponente des Drehimpulses
eine Konstante der Bewegung.

[6] Ein r; symbolisiert einen Vektor, d.h. es steht fir die drei
A
Koordinaten (xj, ¥4, zi). Entsprechend ist auch 9 sowie dessen

A
Erwartungswert < 9 > ein Vektor.
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von Operatoren, die die Zeit nicht explizit enthalten,
zeitlich konstant sind.

Hy=Ey (10)
hdy
Hy=-- (11

Gleichung (10) ist nichts anderes als die quantenmecha-
nische Formulierung der Aussage, daB fiir ein abgeschlos-
senes System (ohne Wechselwirkung mit der Umgebung)
die Gesamtenergic H e¢ine Konstante E ist. Wihrend
klassisch die Konstante E beliecbige Werte annehmen
kann, zeigt sich, daB Gl. (10) im allgemeinen nur fiir be-
stimmte Werte von E eine Losung v hat, die sich im
Sinn von Gl. (1) normieren lifit, Man nennt die zu-
lissigen Werte von E; die Eigenwerte der Glei-
chung (oder auch die des Hamilton-Operators H) und
die zugehdrigen Funktionen y;, die Eigenfunktionen.

DaB ein System in einem stationidren Zustand nur be-
stimmte (diskrete) Energiewerte einnchmen kann, ist
fiir die Chemie eine wichtige Tatsache. Dabei gilt immer,
daB der niedrigste negative Energie-Eigenwert endlich
ist. Man bezeichnet den dazugehorigen Zustand des
Systems als Grundzustand, die iibrigen diskreten
Energieniveaus heilen angeregte Zustdnde. An
diese schlieBt sich in der Regel ein Kontinuum an,
dem kontinuierlich verteilte statt diskrete Eigenwerte
entsprechen, und die zu einem ionisierten oder dissozi-
ierten Zustand des Systems gehoren. Der Nullpunkt
der Energie entspricht dem Zustand, in dem sdmt-
liche Kerne und Elektronen paarweise unendlich weit
voneinander entfernt sind. Die Gesamtenergie cines
Atoms oder Molekiils im Grundzustand ist deshalb dem
Betrage nach die Summe sdmtlicher Ionisationsenergien
des Systems, das sind bei schweren Atomen oder grofie-
ren Molekiilen viele tausend Elektronenvolt. Verglichen
damit sind Bindungsenergien in der Groéfenordnung
von einigen Elektronenvolt, oder weniger. Dies gibt
einen Hinweis darauf, wie extrem genau quantenche-
mische Rechnungen sein miissen, um chemisch interes-
sante Groflen richtig wiederzugeben (71,

Bei Kenntnis der Energieeigenwerte eines Systems
kennt man auch die Frequenzen v; der spektralen Uber-
ginge gemiB der Bohrschen Frequenzbeziehung:

hvij= E1 — Ej. (12)

Die Intensitiit des Ubergangs wird wesentlich durch das
P 2 A
Ubergangsmoment Iy = (i, Wiyy) = f wi* I gy de

bestimmt, wobei Eﬁt der oben definierte Operator des
Dipolmoments ist und y; und y; die Wellenfunktion
der beiden Zustinde, zwischen denen der Ubergang
stattfindet. Verschwindet My, so ist der Ubergang ,,ver-

[7]1 Berechnet man die Bindungsenergie eincs groflen Molekiils,
indem man dessen Gesamtenergie berechnet und davon die Ge-
samtenergien der getrennten Atome abzieht — und so muB man
tatsidchlich meist vorgehen — so hat man ein Problem zu l6sen,
das nach C. 4. Coulson (Rev. mod. Physics 32, 170 (1960)) der
Aufgabe gleichkommt, das Gewicht des Kapitdns zu bestimmen,
indem man einmal das Schiff mit und einmal ohne Kapitén wiigt.
Auswege aus dieser Situation werden in Teil II diskutiert.
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boten*. Gewisse IN;; verschwinden aus Symmetriegriin-
den. Hierauf beruhen die Auswahlregeln, ) ist ein
Vektor, oft ist nur eine Komponente von iy, z.B.
(M), von Null verschieden. Dann ist der Ubergang in
x-Richtung polarisiert.

1.3. Das Variationsprinzip und die
Storungstheorie

Es ist in der Regel sehr einfach, die Schrodinger-Glei-
chung fiir ein bestimmtes Problem zu formulieren.
Fine geschlossene Losung 148t sich indessen nur fiir das
Wasserstoffatom und einige andere Einelektronenpro-
bleme angeben. Bei allen praktischen Problemen der
Quantenchemie ist man deshalb auf numerische (und
damit notwendigerweise geniherte) Losungsmethoden
angewiesen. Unter diesen sind bei weitem diejenigen am
wichtigsten, die auf dem Variationsprinzip be-
ruhen.

Gegeben sei der Hamiltonoperator H eines stationiiren
Problems und eine willkiirliche Funktion . simt-
licher Koordinaten des Problems — die auf eins nor-
miert ist — so 148t sich allgemein zeigen!8), daB gilt

< H>r=@Wr, Hyo = E,, 13)

d.h. der mit y, berechnete Energie-Erwartungswert ist
groBer als der Energiewert E, des Grundzustandes des
Systems oder gleich diesem. AuBerdem gilt, daB die
Differenz = < H > ~E, ein MaB fiir die Giite der
Niherung ist, die y, fiir die (im allgemeinen unbekann-
te) Eigenfunktion 1w, des Grundzustandes darstelit.
In der Regel kann man sagen, daf3 eine Niherungsfunk-
tion i umso besser ist, je ndher die mit ihr berechnete
Energie < H >_ an der wahren Energie E, liegt, oder,
wegen Gl. (13), je tiefer < H > liegt. Im Rahmen des
Variationsprinzips kann man sich der wahren Energie

[8] Man kann dies folgendermaflen einseher:: Die Eigenfunktio-
nen y; (mit den Eigenwerten E;) des Operators H bilden — wie
das fiir hermitische Operatoren allgemein gilt — einen vollstindi-
gen Satz, in dem Sinn, daB sich jedes beliebige ¢ als Linearkom-
bination der y; schreiben laBt: pr = 3, ¢7 ;. Bildet man jetzt den

1
Erwartungswert < H > und beriicksichtigt man, daf3 die y;
Eigenfunktionen sind, d.h. daB gilt Hy; = E;vy; und aullerdem
daB die 1; orthogonal sind, so erhilt man nach Einsetzen und
einiger Umformung
<Hzr=3 " L’JF (i, Hyyp)

if

=%| ¢f|2Ei=Eo+ Z| ¢[|2(E—Eyp)
i i

Die rechte Summe ist aber grofler oder gleich Null, da E; = E,,
wenn Eg der niedrigste Eigenwert ist. (Wegen der Normierung

von ¢r und yyist 3! cf (2=1.)
i

[9] Der Zusammenhang zwischen der Abweichung der berech-
neten Energie (p, Hy) von der wahren Energie £, und der Giite
der Niherungsldsung ¢ wird durch die Eckartsche Ungleichung
(C. Eckart, Physic. Rev. 36, 878 (1930), note added in proof) her-
gestellt:

Hy) ‘Eo,

(p,
Y-y 12 & Y
‘” o2dT < Ei—-E,

wobei E; die Energie des ersten angeregten Zustands ist.
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aur ,,von oben* ndhern {101, Somit bat man einen un-
mittelbaren Anhalt fiir die Giite einer Losung.

Bei der Anwendung des Variationsprinzips geht man so
vor, daBl man-die Variationsfunktion v, so formu-
liert, daB sie einige zunichst unbestimmte Parameter,
sogenannte Variationsparameter /41111, enthilt.
Der Erwartungswert < M >_ ist dann eine Funktion
dieser Parameter. Man sucht nun durch Differenzieren
von < H >_nach den % das Minimum von < H >_
als Funktion der 4 und erhilt so die (im Sinne des
Variationsprinzips) ,,beste* Funktion vom gewdhlten
Typ, in der die 4; dann feste Werte haben. Wenn die
Funktion geniigend flexibel ist, kann man so beliebig
nahe (121 an den wahren Eigenwert E, und die wahre
Eigenfunktion 1, kommen.

Die wichtigste Variante des Variationsverfahrens ist das
Ritzsche Verfahren. Man geht von einem gegebe-
nen Satz von Funktionen ¢, ¢». - - .. @n der Koordina-
ten des Problems aus und stellt die Variationsfunktion
Y. als Linearkombination der ¢; dar:

YPr=c1 @1+ 2 P2+ .. Cpy Pn (14)

Die Koeffizienten ¢; sind jetzt unsere Variationspara-
meter, nach denen wir den Erwartungswert << H >
differenzieren, um dessen Minimum zu erhalten. Fiihrt
man diese Differentiation explizit durch, so erhélt man
ein System linearer Gleichungen zur Bestifnmung der
,,besten® ¢j:

X[Hij—WSij] Cj=0 i=12...n (15)
j

Hierbei sind die Hj sogenannte Matrixelemente {13!
des Hamilton-Operators in der gewdhlten Basis

[10] Grundsiitzlich sind auch Methoden mdoglich, mit deren
Hilfe man einen Eigenwert von unten approximiert, so daf
man ihn gewissermaBen einkreisen kann und nicht auf den Ver-
gleich mit dem Experiment angewiesen ist. — Die unteren Schran-
ken nach G. Temple (Proc. Roy. Soc. (London), Ser. A 119, 276
(1928)) und D. H. Weinstein (Proc. nat. Acad. Sci. USA 20, 529
(1934)) sind fiir praktische Zwecke zu weit von den wahren Eigen-
werten entfernt. Bedeutende Fortschritte wurden aber in den
letzten Jahren erzielt, vor allem durch die Arbeiten von N.
Bazley und D. W. Fox (J. Math. Physics 4, 1147 (1963); Rev.
mod. Physics 35, 712 (1963)). — Es sei erwihnt, dafl auch Varia-
tionsverfahren vorgeschlagen wurden, die besonders gute Nihe-
rungen fiir andere Erwartungswerte als die Energie ergeben (z. B.
H. Preyf3, Z. Naturforsch. 13a, 439 (1958); 164, 598 (1961); L. M.
Delves, Nuclear Physics 41, 497 (1963); 45, 2 (1963)). In diesen
Zusammenhang gehért auch die ,,doppelte Storungstheorie* [17],

[11] Die Variationsparameter, denen rein theoretisch aus dem
Variationsprinzip explizite Werte zugewiesen werden, diirfen
nicht mit den ,,semiempirischen* Parametern verwechselt wer-
den, denen durch Vergleich irgendwelcher Resultate mit empi-
rischen GroBen gewisse Werte gegeben werden.

[12] ,,Beliebig nahe** ist in dem Sinn zu verstehen, daf3 das Inte-
gral | |y — 1, |2 dT beliebig klein wird; Konvergenz im quadra-
tischen Mittel.

[13] Unter Matrixelementen eines beliebigen Operators versteht
man allgemein Integrale der Form (16), wenn man H durch ir-
gendeinen Operator ersetzt. Ein Uberlappungsintegral kann als
das Matrixelement des Einheitsoperators (der die Funktion, auf
die er wirkt, unverdndert 14Bt) angesehen werden. Diagonal-
Matrixelemente, bei denen die Funktion rechts und tinks vom
Operator die gleiche ist, kdnnen natiirlich als Erwartungswerte,
gebildet mit dieser Funktion, aufgefaBt werden. Die Klammer-
schreibweise ist libersichtlicher als die Integralschreibweise: Man
beachte, daB bei der ersten Schreibweise das Zeichen ,,*** fiir
konjugiert-komplex nicht geschrieben wird.
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(@1, P2 - -@n) und die Sy die sogenannten Uberlap-
pungsintegrale.

Hij= (@1, Hop = §o Hj dr
Sij = (i @) = fo; wjdr

(16)

Es ist vorteilhaft, mit einer sogenannten orthogonalen
Basis zu arbeiten, die dadurch gekennzeichnet ist, dal
die Uberlappungsintegrale zwischen verschiedenen
Funktionen verschwinden, d.h. S; =0 fiir i # j. Sind
die ¢ zusétzlich normiert, d.h. gilt S; = 1, so spricht
man von einer orthonormierten Basis. Fiir eine sol-
che vereinfacht sich das Gleichungssystem (15) zu:

};' Hyjep= Wei. (A7)
J

Derartige Gleichungssysteme treten auch bei anderen
physikalischen Problemen auf und werden als Sédkular-
gleichungen bezeichnet. Gl. (17) hat nur dann nicht-

triviale Losungen 141, wenn
| Hy— Wy |=0 (18)

Die Absolutstriche bedeuten hier, dal die Determi-
nante(l13] der Matrix zu nehmen ist, deren Elemente
Hj;; — Wy sind. (dy ist gleich 1 zu setzen, wenn 7= j,
und gleich 0, wenn 7 & j). Diese Determinante nennt
man auch Sdkulardeterminante. Sie verschwindet
nur fiir bestimmte Werte von W, die man als die Eigen-
werte der Matrix (Hy) bezeichnet. Multipliziert man
ndmlich Gl. (18) aus [5], so erhilt man ein Polynom
n-ten Grades in W, das im allgemeinen n Nullstellen hat,
die genau die # Eigenwerte sind. Da H wie die meisten
uns interessierenden Operatoren hermitisch ist, d.h.
da gilt H; = Hj, sind alle Eigenwerte reell; es konnen
aber einige der W; zusammenfallen; man sagt dann, der
entsprechende Eigenwert ist entartet. Der niedrigste
Eigenwert W, stellt eine Niherung fiir den niedrigsten
Eigenwert E, der zugehorigen Schrodinger-Gleichung
dar; entsprechend sind die weiteren Eigenwerte W; der
Matrix Nédherungen fiir die weiteren Eigenwerte E; der
Schrodinger-Gleichung, und zwar ist jeder Matrix-

[14] Setzt man alle ¢; = 0, so ist das offenbar eine LOsung des
Gleichungssystems, die aber keinen physikalischen Sinn hat;
man nennt diese eine triviale Losung.

[15) Unter einer (quadratischen) Matrix % der Dimension n
versteht man einfach ein quadratisches Schema von »2 Zahlen
Ak, die in n Zeilen und n Spalten angeordnet sind, z. B. fiir n = 2:
A =( 1A . Jeder Matrix ist eine Determinante |%|= det ()

An Ax

zugeordnet, die eine einzige Zahl, ein einziger algebraischer Aus-
druck ist und sich aus den Elementen der Matrix in folgender
Weise berechnet:

o)=Y ep Ayj; Azi, ... Ani,
P

wobel iy, i2,. . .Ip ¢ine beliebige Permutation der Zahlen 1,2,...n
bedeutet, die Summe iiber simtliche méglichen Permutationen
geht, und ep die sogenannte Paritit der Permutation ist, d.h.
ep =1, wenn man iy, 3. . .iy durch eine gerade Zahl von Paar-
vertauschungen aus 1,2,...n erhalten kann, ¢p = —1, wenn eine
ungerade Zahl notig ist.

i A1 Az
Beispiele: n=2; A= = Ay App — A A
isp n Azt Az 1 A 12 An
A A12 Az
n=73; A= | Az Az Az3|= A11 A2z A33-+ A1z A23A43;
A3t Az A33

-+ A1z A2y A3z — At A23 Asz — A12A21 A3z — A13 Ands
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Eigenwert W¥; groBer oder gleich der wahren Energie E;
des entsprechenden Zustandes.

Mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens hat man also das
Eigenwertproblem einer Differentialgleichung — eine
sehr schwierige Aufgabe — auf ein Matrix-Eigen-
wertproblem zuriickgefiihrt, das mit Hilfe der iib-
lichen Rechenmaschinen routinemiBig zu bewiltigen
ist. Die meisten quantenchemischen Probleme lassen
sich in der Sprache des Matrizenkalkiils formulieren [16),

Schwieriger als die Losung des Systems (17) oder (15)
ist die Berechnung der Matrixelemente Hi (siehe
Abschn. 1.6). Die mit dem Ritzschen Verfahren erhal-
tenen Losungen sind den wahren Losungen der Schré-
dinger-Gleichung umso niher, je grofer man die Basis
wihlt: Es gibt sogenannte vollstindige Funktionen-
sétze, Jede beliebige Wellenfunktion eines Problems mit
der gleichen Teilchenzahl 148t sich dann streng17) als
Linearkombination der Funktionen dieses Satzes dar-
stellen. Fithrt man das Ritzsche Verfahren mit einer
immer gréfleren Zahl von Funktionen dieses Satzes
durch, so konvergiert die gefundene Losung gegen die
wahre Losung. Fiir praktische Zwecke ist die Konver-
genz oft so gut (man denke an die Analogie zu konver-
gierenden Potenzreihen, wo es oft geniigt, nur die ersten
Glieder zu beriicksichtigen!), daB eine verhdltnismaBig
kleine Basis schon zu geniigend genauen Losungen
fithrt.

Neben dem Variationsverfahren spielt die Stérungs-
rechnung8! eine wichtige Rolle. Bei dieser geht man
davon aus, dal der Hamiltonoperator des Problems
sich aufspalten 148t in einen Operator H(©), dessen
Eigenfunktionen ¢; und Eigenwerte g man kennt, und
einen Stéroperator H’, der klein gegen H® sein soll.

H=H®) + H Hyi= Ejy;

(19
HO) ;= &; p;

Es gibt im wesentlichen zwei Typen der Stérungsrech-
nung: diejenige von Rayleigh und Schridinger und die-
jenige von Brillouin und Wigner; wir beschrinken uns
auf die erstere. Eigenfunktion w, und Eigenwert E, (wir
denken an den Grundzustand, der zusitzlich nicht ent-
artet sein soll 119), d.h. sowoht zu &, soll nur ein ¢, und
zu E, nur ein v, existieren) des gestdrten Problems
werden dann ausgedriickt durch diejenigen des unge-
storten Problems plus einer Stérung, die nach Poten-
zen des Storoperators entwickelt wird. Ist H’ sehr klein,

[16]) Die Matrizenrechnung ist das wichtigste mathematische
Hilfsmittel des theoretischen Chemikers. Zur Einfilhrung geeignet
ist z.B. [21], Anhang V. Ferner die Kapitel iber Matrizen in H.
Margenau u. G. M. Murphy: The Mathematics of Physics and
Chemistry. Van Nostrand, Princeton 1943, oder in E. Wigner:
Gruppentheorie. Vieweg, Braunschweig 1931. Wesentlich aus-
fithrlicher sind u.a. R. Zurmiilhl: Matrizen. Springer, Berlin 1958,
und G. G. Hall: Matrices and Tensors. Pergamon, London 1963.
[17]) In dem Sinne, daB die mittlere guadratische Abweichung
verschwindet. (Vgl. {12]).

[18] Eine ausgezeichnete Zusammenfassung tiber den heutigen
Stand der Storungstheorie in der Quantenchemie gaben J.
Hirschfelder, W. Byers-Brown u. S. Epstein in Adv. Quantum
Chem. I, 256 (1965).

{191 Der Formalismus ist fiir entartete Zustinde etwas kompli-
zierter. Hier mufl man zunichst die der Storung angepafite
Funktion 0. Ordnung finden, die eine Linearkombination der
Eigenfunktionen ist, die zum gleichen Eigenwert E, gehoren.
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so geniigt es, sich auf die erste und eventuell die zweite
Ordnung der Storungsentwicklung zu beschrinken, d.h.
auf Terme, die linear, bzw. quadratisch in H’ sind.
Die Stérung 1. Ordnung der Energie ergibt sich zu

A EM = (po. H' @p);
EM =g, + A EW = (o, HO @) + (po, H @) (20)
=(po. Hepy) = E

EW bedeutet die ungestérte Energie plus die der Sté-
rung 1. Ordnung. Es ist wichtig, daf3 man, um die Ener-
gie bis zur 1. Ordnung zu berechnen, nur die ungestorte
Funktion ¢, zu kennen braucht. Zur Berechnung von
EW jst nur ein Integral zu bilden, keine Gleichung zu
16sen. Wie man aus Gl. (20) sieht, gehorcht EW, da es
ein Erwartungswert des Operators H ist, dem Varia-
tionsprinzip, stellt also eine obere Schranke fiir die
Energie dar. Dies gilt nicht mehr fiir E@, die Energie
bis zur 2. Ordnung, die auch unterhalb der wahren
Energie liegen kann. Der Abstand von E@ zur wahren
Energie E ist deshalb kein Ma# fiir die Giite der Losung.

Die Stérung 1. Ordnung A v der Wellenfunktion ent-
wickelt man im allgemeinen als Linearkombination nach den
Eigenfunktionen des ungestdrten Problems. Diese bilden
einen vollstindigen Satz nur dann, wenn man auch die soge-
nannten Kontinuumsfunktionen mitberiicksichtigt. Man er-
hilt fiir (1) und E®) folgende Ausdriicke:

PV =qgo+ Apl=g,+ T Q1
i>o

_ (po, H ?’i)_

o — &

(@o. K @1} (@i, K @)

EQ—E®W+ ¥ Py
o t

i>o

ci

Die Summen mit unendlicher Gliederzahl sind itberaus listig,
vor allem da sie noch Kontinuumsanteile enthalten. Man
versucht deshalb — oft mit Erfolg — mit Ausdriicken zu ar-
beiten, die Gl. (21) 4dquivalent, aber leichter auszuwerten
sind [183,

Die Storung 2. Ordnung ist vor allem in den Fillen interes-
sant, wo diejenige 1. Ordnung verschwindet.

Ein einfaches Beispiel ist z.B. der Stark-Effekt fiir den
Grundzustand des H-Atoms, in dem der Stéroperator ein-
fach die potentielle Energie des Elcktrons im angelegten
duBeren Feld ist. (s, H 9,) = A EQ) verschwindet hier, und
man mufl A E®) ausrechnen um zu sehen, in welcher Weise
sich nidherungsweise das Energieniveau im Feld verschiebt.
Auch die Wechselwirkung zweier neutraler Atome in groBem
Abstand ist in erster storungstheoretischer Ordnung gleich
Null, und erst in zweiter Ordnung erfa3t man die Londonsche
(oder van-der-Waals-)Anziehung. Hohere Ordnungen der
Storungsentwicklung als die 2. Ordnung benutzt man selten.

Die Storungsentwicklung beruht auf der Voraussetzung, daf3
eine Entwicklung nach Potenzen des Stdroperators konver-
giert. Das ist nicht immer gewihrleistet [20), Ferner kann als
Faustregel gelten, daBl die Storungsrechnung immer dann
versagt, wenn die Differenz E — € von der gleichen Gréflen-
ordnung ist, wie der Abstand von E, zum ersten angeregten
Zustand Ej.

SchlieBlich sei erwiihnt, daB man bei zeitabhiingigen Proble-
men ein stationdres System als ungestdrtes Problem und
die Zeitabhingigkeit als Storung auffassen kann. Diese fiihrt
zur ,,zeitabhingigen® Stérungsrechnung, die z.B. fiir die
Theorie der Lichtabsorption und -emission wichtig ist.

{20] Die Frage der Konvergenz der Storungsentwicklung wurde
insbesondere von F. Rellich (Math. Ann. /13, 600, 677 (1936);
117, 356 (1940)) und von T. Karo (J. Fac. Sci,, Imp. Univ.
Tokyo, Sect. I, 6, 145 (1951), Progr. theoret. Physics (Kyoto) 3,
95 (1950)) untersucht.
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1.4. Energie-(oder Potential-)Hyperflichen

In der Schrédinger-Gleichung (10) mit dem Hamilton-
Operator H, gegeben durch Gl. (8), (5) und (6), werden
Elektronen und Kerne vollig gleich behandelt. Nun ist
aber ein Proton etwa 1800mal so schwer wie ein Elek-
tron, und die anderen Kerne sind noch wesentlich
schwerer. lIdealisieren wir die Kerne als unendlich
schwer, so bewegen sich nur die Elektronen, und in der
Schrodinger-Gleichung sind nur die Koordinaten der
Elektronen als variabel anzusehen. (In Wirklichkeit sind
die Kerne nicht unendlich schwer und bewegen sich des-
halb, aber langsam genug, um sie fiir eine Zeit, die lang
fir die Bewegung der Elektronen ist, als ruhend an-
sehen zu konnen.)

Diese Uberlegungen rechtfertigen anschaulich die so-
genannte adiabatische oder Born-Oppenheimer-
sche NiherungRl) nach der man die Wellenfunk-
tion v eines Systems als Produkt einer Funktion R der
Kerne allein und einer Funktion @ der Elektronen
allein (die allerdings noch von der Anordnung der Kerne
abhiingt) ansetzt. Sucht man jetzt unter den Wellen-
funktionen, die die Form eines solchen Produktes v =
R ® haben, nach der besten im Sinne des Variations-
prinzips, so erhdlt man eine Schridinger-Gleichung
H.® = Eq@ fiir die elektronische Wellenfunktion @,
und eine zweite HgkR = ExR fiir die Bewegung der
Kerne, wobei die Hamilton-Operatoren He und Hi
genihert durch Gl. (22) und Gl. (23) gegeben sind.

z 1 ZiZ
Hg—STi-a2yydiey —yeo y 2% (22)
; .

i 1 I i<j Ty I<J 1y

H,; ist der Operator der (kinetischen plus potentiellen)
Energie der Elektronen im Feld der ruhend gedachten
Kerne.

Die Summierung uber i, j geht dabei liber die Elektro-
nen, I, J iiber die Kerne. T; ist der Operator der kineti-
schen Energie des i-ten Elektrons. Die zweite Summe
reprisentiert die potentielle Energie der Elektronen im
Feld der Kerne, der dritte Term bedeutet die gegensei-
tige AbstoBung der Elektronen und der letzte Term der
AbstoBung der Kerne ist fiir ruhende Kerne eine Kon-
stante. Man hat nun die Schrodinger-Gleichung mit
diesem Hamilton-Operator (22) zu 1dsen und erhilt
dann eine elektronische FEigenfunktion @ und eine
Energie Ee, die beide von der Anordnung der Kerne
abhingen.

Lost man die Gleichung fiir alle moglichen Anordnun-
gen der Kerne, so erhilt man schlieBlich E. als Funk-
tion der Kernanordnung. Die Kernanordnung wird im
allgemeinen durch 3N — 6 innere Koordinaten [22]
charakterisiert, wenn N die Zahl der Kerne ist. Die Auf-

[211 M. Born u. R. Oppenheimer, Ann. Physik 84, 457 (1927).

[22] Die potentielle Energie ist invariant gegeniiber einer Dre-
hung sowie einer Translation des Molekiils, d.h. sie hingt von
den drei Koordinaten, die der Translation und den drei (oder
zwei) Koordinaten, die der Rotation entsprechen, nicht ab. —
Eine ausfiihrliche Behandlung der inneren Koordinaten,
sowie der Quantentheorie der Molekiilschwingungen findet sich
z.B. in E. B. Wilson, J. C. Deccus u. P. C. Cross: Molecular
Vibrations. McGraw Hill, New York 1955.
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tragung der FElektronen-Energie E. als Funktion der
inneren Koordinaten fiihrt zu einer Energie-Hyper-
flache 23], Bei zweiatomigen Molekiilen ist die einzige
innere Koordinate der Abstand r zwischen den Atomen,
und die Energie-Hyperfliche kann als Kurve E (r) in
ciner zweidimensionalen Ebene dargestellt werden
(Abb. 1). Die Energie-Hyperfliche spielt im Rahmen

A5341

Abb. 1. Potentialkurve eines 2-atomigen Molekils.
r: Abstand der Atome
ro: Gleichgewichtsabstand
B: Bindungsenergie

D: Dissoziationsenergic
N: Energie der Nullpunkt-
schwingung

der Born-Oppenheimer-Niherung die Rolle der poten-
tiellen Energic fiir die Bewegung der Kerne, man nennt
sie deshalb oft Potential-Hyperfliche. Der Hamil-
ton-Operator fiir die Bewegung der Kerne ist ndmlich

H= Y Tr+ Ea(12...1...). (23
I

Die potentielle Energie fiir die Bewegung der Kerne in
einem zweiatomigen Molekiil ist durch die Potential-
kurve der Abb. 1 dargestellt. Fir eine Bewegung mit
kleiner Gesamtenergie ist die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit des Kernabstandes am grofiten in der Nédhe der
Potentialmulde. Fiir solche Bewegungen kann man das
Potential als harmonisch ansehen, d.h. durch eine
quadratische Parabel approximieren:

Eq()=alr—ro2+ ... (24

1 [D2E,)
a= -
2\ 9r2 Jrirg

Man kann hieraus die Normalschwingungsfrequenz
berechnen. Die Schrédinger-Gleichung desharmonischen
Oszillators 146t sich streng 16sen [233, Beriicksichtigt man
auch hohere Glieder in der Entwicklung (24), so geben
diese Aufschluf iiber die Anharmonizitit des Kraft-
feldes zwischen den Kernen.

Kennen wir die Potential-Hyperfliche fiir ein Molekiil,
so verfiigen wir damit iiber sehr wichtige Informationen.

Hat die Potential-Hyperfliche (oder die Potentialkurve)
ein Minimum (mindestens von der Tiefe der Nullpunkts-
schwingung) fiir endlichen Abstand aller Kerne vonein-
ander, so ist das Molekiil physikalisch stabil. Ist die
Potentialmulde tief genug (gréBer als A7), kann man das

[23} Eine Funktion von M Kcordinaten (46t sich als M-dimen-
sionales Gebilde in einem (M + 1) dimensionalen Raum auf-
fassen. So ctwas nennt man eine Hyperfliache. Eine Hyper-
fldche in einem zweidimensionalen Raum ist eine Kurve, in einem
dreidimensionalen Raum eiac Fliche. — Eine ausfihrliche und
leicht verstindliche Behandlung der Potentialhyperflichen findet
sich bei H. Preiuf3, Quantentheoretische Chemie 1. Bibliographi-
sches Institut, Mannheim 1964.
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Molekiil auch als chemisch stabil bezeichnen 124}, Exi-
stieren mehrere Minima, so gibt es mehrere stabile An-
ordnungen (etwa tautomere Formen). Ist E. von einer
Koordinate, die die Rotation um eine Bindung bedeutet,
unabhingig, so liegt freie Rotation vor, etc. Die Lage
des Minimums gibt die Gleichgewichtsanordnung, d.h.
die Gleichgewichtsabstinde und die Gleichgewichts-
winkel. Die Kriitmmung im Potentialminimum ist ein
Mab fiir die Kraftkonstanten. Der Abstand des Poten-
tialminimums von der Energie, die unendlichem Ab-
stand der Atome voneinander entspricht, ist gleich der
Bindungsenergie (die sich von der experimentellen
Dissoziationsenergic um den Betrag der Nullpunkts-
energie der Molekiilschwingungen unterscheidet).

Potential-Hyperflichen sind auch fiir (elektronisch) an-
geregte Zustinde definiert. Das Molekiil He; weist kein
Minimum in der Potentialkurve fiir den Grundzustand
auf {(wemn man von der schwachen van der Waals-An-
ziechung absieht), dagegen im ersten angeregten Zustand.
Potentialfiichen zu verschiedenen Zustinden kOnnen
sich liberschneiden (ndmlich dann, wenn sie zu verschie-
denen Symmetrierassen oder verschiedener Multiplizitit
gehoren), so dafl dann fiir verschiedene Anordnungen
der Kerne der elektronische Grundzustand zu verschie-
denen Hyperfiichen gehort. Zur Berechnung der Er-
wartungswerte von Operatoren geniligen die Hyper-
flichen natiirlich nicht, sondern man braucht die
Wellenfunktion. Man darf nicht vergessen, dal3 eine
Potential-Hyperfliche nur dann streng definiert ist,
wenn die Born-Oppenheimersche Ndherung zuldssig ist.
In gewissen (seltenen) Fillen kann es falsch sein, diesen
Begriff iiberhaupt zu benutzen.

Potential-Hyperflichen erlauben auch eine Diskussion che-
mischer Reaktionen. Wir fassen dazu die Bausteine der an
der Reaktion beteiligten Atome und Molekiile zu einem
Supermolekiil zusammen und bestimmen dessen Poten-
tial-Hyperfliche als Funktion der Anordnung simtlicher
Teilchen. Fiir die Reaktion A + B= C+ D muB die Poten-
tial-Hyperfliche zumindest zwei Minima haben, von denen
das eine den isolierten (d.h. weit entfernten) Molekiilen A
und B, das andere C und D entspricht. Dazwischen liegen i.a.
Potentialberge, eventuell Maxima, Sattelpunkte oder andere
Minima.

Man miiBte jetzt fiir die Bewegung der Kerne in diesem Ge-
birge die zeitabhidngige Schrédinger-Gleichung losen. Da
man dazu im allgemeinen nicht in der Lage ist, nimmt man
oft Zuflucht zu einer ,,halbklassischen* Theorie[251, bei der
die Potentialhyperfliche zwar quantenmechanisch zu berech-
nen ist, die Bewegung der Kerne dagegen nach den Gesetzen
der klassischen Mechanik. Offenbar ist die klassische Néhe-
rung fiir die Bewegung der Kerne keine sehr grobe Néhe-
rung, obwohl man dabei Effekte wie die Nullpunkts-
schwingungen und den Tunneleffekt(26], der aber ver-
mutlich nur in speziellen Fillen von Bedeutung ist, vernach-
ldssigt.

[24] Die Stabilitét ist hier in Bezug auf eine Dissoziation oder
eine innere Umlagerung zu verstehen. Dariiber, ob die Verbin-
dung stabil in dem Sinne ist, daB man sie ,,in eine Flasche fillen'
und — an der Luft oder im Vakuum, bei Zimmertemperatur oder
gekithlt — aufbewahren kann, ist damit noch nichts gesagt. Dazu
miifite man noch alle méglichen Folgereaktionen des Molekiils
mit seinesgleichen oder mir Fremdmolekiilen an Hand der Po-
tential-Hyperflichen von Supermolekiilen diskutieren und so-
wohl kinetische als thermodynamische Uberlegungen anstellen.

[25] Siehe z.B. H. Eyring, J. chem. Physics 3, 107 (1935).

[26] Der Tunnel-Effekt (Durchdringung einer Potentialschwelle,
die hoher ist als die kinetische Energie des Teilchens), scheint
eine nicht zu vernachlissigende Bedeutung zu haben bei der Be-
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Ob eine chemische Reaktion zustandekommt, hingt in dieser
Niaherung wesentlich von den Anfangsbedingungen, d.h.
von der relativen Lage der Molekiile A und B zu einem ge-
gebenen Zeitpunkt und vor allem von ihrer kinetischen Ener-
gie, insbesondere Translations- und Schwingungsenergie und
deren Verteilung auf die Schwingungsfreiheitsgrade ab.

Zur Beschreibung einer chemischen Reaktion ist es offenbar
nétig, die Bewegung des Supermolekiils flir verschiedene An-
fangsbedingungen zu berechnen und die Statistik der An-
fangsbedingungen zu beriicksichtigen.

Bedenklicher als die klassische Behandlung der Kernbewe-
gung ist die adiabatische Niherung, die, anschaulich gespro-
chen, auf dem Postulat beruht, daB sich die Kerne wihrend
der Reaktion auf einer (adiabatischen) Potentialhyperfliiche
bewegen, die zum gleichen Elektronenzustand gehort. Dieses
Postulat ist wakirscheinlich nicht erfiillt, wenn Potential-
Hyperflichen sich tiberschneiden oder einander nahe kom-
men. Besser, wenn auch schwieriger, ist es zweifellos, chemi-
sche Reaktionen nicht-adiabatisch zu behandeln. Erste An-
sitze dazu, die von der quantenmechanischen Streutheorie
ausgehen, sind immerhin vorhanden, haben aber wohl
noch keine praktische Bedeutung.

Da schon die Berechnung der Potential-Hyperfliche eines
Supermolekiils sehr aufwendig ist, beschrinkt man sich oft
darauf, nur einzelne Punkte dieser Potential-Hyperfiiche zu
berechnen, von denen jz einer Ausgangs- und Endprodukt
der Reaktion und ein weiterer einem ,,aktivierten Komplex*
entspricht, iiber den man sich gewisse Modellvorstellungen
macht, der aber oft keine physikalische Realitiit besitzt.

In der Quantentheorie der chemischen Reaktionen sind noch
sehr viele Fragen offen [271,

Fiir viele Fragestellungen ist es nicht nétig, die Hyper-
fliche zu kennen, sondern man kann die experimentell
bekannte Gleichgewichtsgeometrie bei den Rechnungen
eingeben, wenn man sich fiir die Eigenschaften des Mole-
kiils in dieser Anordnung interessiert. Mit dem Problem,
Elektronenzustinde von Molekiilen bei fester Aaord-
nung der Kerne zu berechnen, befassen sich derzeit die
meisten quantenchemischen Arbeiten.

1.5. Behandlung eines separierbaren
Mehrteilchenproblems

Beschrinken wir uns jetzt auf diec Aufgabe, die elektro-
nische Schrédinger-Gleichung fiir eine feste Anordnung
der Kerne zu 16sen!

Die Zahl der Elektronen und damit der in der Wellen-
funktion auftretenden Koordinaten ist im allgemeinen

wegung eines Protons in einem Potential mit zwei Minima, wie
es etwa in Wasserstoffbriickenbindungen vorliegt. Ein letztes
‘Wort ist hier offenbar noch nicht gesprochen. Vgl. 2.B. H. Zim-
mermann, Angew. Chem. 76, 1 (1964); P. O. Lowdin, Rev. mod.
Physics 35, 724 (1963). — Etwas besser als die rein klassische Be-
handlung der Kernbewegung ist die sogenannte Phasenintegral-
oder WKB-(Wentzel, Kramers, Briouin)-Methode (siche Lehr-
biicher der Quantenmechanik), die sich von der Quantentheorie
her rechtfertigen 146t und mit deren Hilfe man z.B. den Tunnel-
Effekt erfassen kann.

[27] Eine leicht verstindliche, aber in mancher Hinsicht veraltete
Einfihrung in die Theorie der chemischen Reaktionen gibt H.
Eyring: Modern Chemical Kinetics, Reinhold, New York 1963. —
Der gegenwiirtige Stand der (weitgehend klassisch-mechanischen)
Theorie der unimolekularen Zerfallsreaktionen wurde von N. B.
Slater beschrieben: Theory of Unimolecular Reactions. Cornell
University Press, Ithaka-New York 1959. — Als Beispiel fiir eine
quantentheoretische Arbeit zur theoretischen Reaktionskinetik
sei erwihnt: L. Hofacker, Z. Naturforsch. /8a, 607 (1963). — Im
Gegensatz zur grundsiitzlichen Theorie der chemischen Reaktio-
nen waren die semiempirischen Theorien der Reaktivitit organi-
scher Molekiile recht erfolgreich; siehe z.B. M. J. S. Dewar,
Adv. chem. Physics 7, 65 (1965).
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so groB3, daB man — zusétzlich zur Born-Oppenheimer-
schen Naherung — weitere Vereinfachungen einfithren
muf, um den rechnerischen Aufwand in einem vertret-
baren Mal3 zu halten.

Sehen wir uns den elektronischen Hamilton- Operator
in G1. (22) ndher an, so finden wir, daB er aus folgenden
Termen besteht:

1. (viertes Glied in Gl. (22)) einem konstanten, d.h. von
den Koordinaten der Elektronen unabhingigen Term
der AbstofBung der Kerne, wir kiirzen ihn als Vk ab.

2. (erstes und zweites Glied in Gl. (22)) einer Summe
von Termen, die jeweils nur von den Koordinaten eines
Elektrons abhidngen, wobei jeder dieser Terme aus der
kinetischen Energie 7; und der potentiellen Energie des

i-ten Elektrons im Feld simtlicher Kerne eZI]? be-
I

steht. Wir fassen beide zu h(i) zusammen.

hi=Ti+eX Z1'rp
T

3. (drittes Glied in Gl. (22)) Ausdriicken der Form ©

L7
die jeweils von den Koordinaten zweier Elektronen ab-
héngen, und die wir mit g (7, j) bezeichnen.

g(i,j) = e¥ry

Mit diesen Abkiirzungen schreibt sich der elektronische
Hamilton-Operator:

un
2 gG) 25)
i<i=1

H1,2,...n)= VK+_§1h(i) +

i=
Wiirde der Term der ElektronenabstoBung fehlen,
(letzter Term in Gl. (25)), so wire die Schrodinger-
Gleichung separierbar, d.h. die n-Elektronen-y-
Funktion lieBe sich als Produkt von Funktionen schrei-
ben, die jeweils nur von den Koordinaten eines Elektrons
abhingen:

w(l,2,...m)= @ (1) @22). ..y (1) (26)

Die Einelektronenfunktionen ¢,(7) wiren dann als L.6-
sungen der Einteilchen-Schrddinger-Gleichung

h() @i () =g 9; (i) @n

zu bestimmen, was eine einfache numerische Aufgabe
ist. Die Gesamtenergie ergibt sich in diesem Fall zu

n

E= Vg + .lei Man {iberzeugt sich davon durch Ein-
P i

setzen von Gl. (26) und (27) in Gl (25) ohne den
letzten Term.

Es ist an dieser Stelle nachzutragen, daf} eine zulissige
w-Funktion nicht allein Losung der Schrédinger-
Gleichung sein und die Randbedingungen erfiillen muBl
(Verschwinden im Unendlichen und Normierbarkeit),
sondern auBlerdem antisymmetrisch[28)in bezug auf

[28] Eine Funktion heiBt antisymmetrisch, wenn man beim Ver-
tauschen der Koordination zweier Teilchen die gleiche Funktion
erhilt, nur mit —1 multipliziert.
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die Vertauschung der Koordinaten (einschlieBlich Spin-
koordinaten) samtlicher Teilchen sein muB. (Das ist die
strenge Formulierung des Pauli-Prinzips.)

Im Falle eines (separierbaren) Zweielektronenproblems
darf die Wellenfunktion also nicht die Form (1,2) =
@1(1)p2(2) haben, sondern muB lauten

. 1 () @) |
)@ - e (O @] = - @8)
" 1/2‘[%()@() P21 V2'lpa (1) @2(2)

Dabei ist vorausgesetzt, daBl ¢; und @, orthogonal zu-
einander (das ist gewihrleistet, wenn beide verschiedene
Losungen der gleichen Differentialgleichung (27) sind)
und normiert sind; 7171; ist dann der Normierungsfak-
tor, um auch y auf 1 zu normieren.

Wie man an diesem Beispiel sieht, 146t sich eine anti-
symmetrische -Funktion fiir einen separierbaren
Hamilton-Operator besonders bequem als Determinan-
te[15]) als sogenannte Slater- Determinante, formu-
lieren. Eine antisymmetrische, normierte, separierbare
n-Elektronenfunktion 146t sich schreiben als:

RO X #n (1)
w12, .n)= _L\ P12 Pn(2) 29)
i
L@z (). ... .. ©n (n)

Die Determinante kann man sich nach dem Entwick-
lungssatz fiir Determinanten [15] ausmultipliziert denken
und erhdlt dann eine Summe von n! Produktfunktionen.

Eine unmittelbare Konsequenz des Antisymmetrieprin-
zips ist, daf3 zwei Einelektronenfunktionen in der Slater-
Determinante nicht gleich sein diirfen, denn eine Deter-
minante mit zwei gleichen Spalten verschwindet. Fiir
separierbare Probleme 1dBt sich das Pauli-Prinzip
deshalb einfach als AusschlieBungsprinzip formu-
lieren: Jede Einelektronenfunktion darf hochstens von
einem Flektron besetzt werden.

Bedenken wir, daB es nur zwei Einteilchen-Spinfunktio-
nen gibt, die man als o und 3 bezeichnet, und daf} jede
Einteilchenfunktion als Produkt einer reinen Ortsfunk-
tion, einem sogenannten Orbital und einer Spinfunk-
tion, geschrieben werden kann (ein solches Produkt
nennt man auch Spin-Orbital), so folgt jetzt, daB
jedes Orbital maximal doppelt besetzt sein kann. Fiir
ein separierbares Problem erhalten wir offenbar das
Minimum der Energie, d.h. den Grundzustand, wenn
die Orbitale mit der niedrigsten Einelektronen-Energie ¢
gemiB Gl. (27) paarweise besetzt sind (und bei unge-
rader Elektronenzahl das letzte Orbital einfach).

Bei den meisten Problemen der Quantenchemie wirkt sich der
Spin nur indirekt auf dem Umweg iiber das Antisymmetrie-
prinzip aus, da der Hamilton-Operator im allgemeinen (d.h.
wenn man Spin-Bahn-Wechselwirkung, etc., vernachlissigt)
die Spinkoordinaten nicht enthilt. Es hat deshalb nicht an
Versuchen gefehlt, den Spin so weit wie méglich aus der
Quantenchemie zu eliminieren und seiner Rolle in Zusammen-
hang mit dem Antisymmetrieprinzip in anderer Weise Rech-
nung zu tragen. Das ist zu begriiBBen, weil der Spin eine sehr
unanschauliche Grofle ist. Die bisherigen Ansiitze zu einer
,»spinfreien’* Quantenmechanik 293 sind aber leider durchaus

[29] F. A. Matsen, Adv. Quantum Chem. /, 60 (1965).
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nicht einfacher als die herkémmiiche Formulierung. Anderer-
seits ist es aber moglich, sich des Spins in eleganter Weise
immer dann zu entledigen, wenn er keine direkte Rolle spielt,
indem man sich des Formalismus der reduzierten Dichte-
matrizen 301 bedient. Diese Dichtematrizen spielen auch
sonst in der heutigen Quantenchemie eine wichtige Rolle.
Auf sie genauer einzugehen wiirde aber den Rahmen dieses
Berichtes sprengen.

Es ist wichtig, daB} sich allgemein fiir Ein- und Zwei-
elektronen-Systeme, nicht aber fiir Mehrelektronen-
Systeme, die Wellenfunktion als Produkt einer Orts-
und einer Spinfunktion schreiben 148t. Im Zweielektro-
nen-Fall gibt es drei symmetrische Spinfunktionen

'9,01,2) = a(l) a(2)
‘0.1 (1.2 = ) B

1
'0,(1,2) = V2 {a(1) B(2) + B(1) a(2)}

und einc antisymmetrische Spinfunktion

1
1,2 = Ve {a(D) B(2) — all) B}

Die zugehorigen Ortsfunktionen miissen antisymme-
trisch (dreifach spinentartet, Triplett-Zustand) bzw.
symmetrisch (Singlett-Zustand) sein. Bei spinfreien
Zweielektronenproblemen kann man die Spinfunktionen
bei vielen Uberlegungen weglassen, wenn man die Orts-
funktionen entweder symmetrisch (fiir das Singlett) oder
antisymmetrisch (fiir das Triplett) wéhlt,

1.6. Das Modell der unabhingigen Teilchen

Die Schrodinger-Gleichung fiir ein Mehrelektronen-
problem ist nicht separierbar, da der Hamilton-Operator

die Elektronenwechselwirkung E g(7, j) enthalt.
i<j

Man kann den (separierbaren) Hamilton-Operator ohne
Elektronenwechselwirkung als ,,ungestdrten** Hamilton-
Operator H, und die Elektronenwechselwirkung als Stérung
H’ auffassen und dann den Formalismus der Storungstheorie
anwenden (311, Dieses Verfahren erwies sich bei Atomen als
sehr erfolgreich, weil man hier das ungestdrte Problem ge-
schlossen 16sen kann. Die Losung des ungestdrten Systems
ist eine Slater-Determinante, bestehend aus ,,wasserstoffihn-
lichen‘* Funktionen. Fiir Molekiile ist eine derartige storungs-
theoretische Behandlung offenbar weniger geeignet.

Das bekannteste und wichtigste Modell zur ndherungs-
weisen Behandlung von Mehrelektronensystemen ist das
Modell der wunabhidngigen Teilchen (Independent
Particle Model, IPM [32]); fast alle quantitativen und
qualitativen chemischen Anwendungen beruhen auf
ihm.

Man nimmt im Sinne dieses Modells an, dal} die ge-
nidherte Wellenfunktion als eine einzelne Slater-Deter-
minante geschrieben werden kann. Eine strenge L.Osung
kann sie nur sein, wenn die Elektronenwechselwirkung
verschwindet; aber man kann auch bei deren Vorhan-
densein nach der bestmdglichen Wellenfunktion in

{30} Es sei hier auf den klassischen Ubersichtsartike! von R.
McWeeny in Rev. mod. Physics 32, 335 (1960) hingewiesen.

[31] Das Verfahren geht auf Hylleraas (Z. Physik 65, 209 (1930))
zuriick. Eine moderne Ubersicht findet man z.B. bei D. Layzer
et al., Ann. Physics 29, 101 (1964).

[32] Ausfithrlich wird das Modell der unabhingigen Teilchen
diskutiert von W. Kutzelnigg u. V. H. Smith (Preprint 130 und
138, Quantum Chemistry Group, Uppsala 1964).
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der Form einer einzelnen Slater-Determinante fragen.
Es gibt verschiedene Kriterien dafiir, die beste IPM-
Funktion zu definieren. Wir wollen uns hier darauf be-
schridnken, sie als die beste Funktion im Sinne des Varia-
tionsprinzips zu wéhlen, d.h. diejenige von allen Funk-
tionen der Form (29), die den Energieerwartungswert
minimisiert. Die Bedinguug fiir dieses Energieminimum
fithrt zu einem System von Einelektronengleichun-
gen, denen die besten Orbitale geniigen.

begpi—ciq;  (30)

hegr bezeichnet man als den effektiven Einelektronen-
operator und das Gleichungssystem als die (unbe-
schrinkten) Hartree-Fock-Gleichungen. h.¢ be-
steht aus dem echten Einelektronenoperator h(i) und
einem effektiven Potential J(i), das anschaulich inter-
pretiert werden kann als das Potential des mittleren
Feldes, das die iibrigen Elektronen am Ort des i-ten
Elektrons erzeugen 1331, Das effektive Potential J(/), und
damit heg(i), hidngt also von der Verteilung der Elek-
tronen ab, d.h. um es zu konstruieren, sollte man die
Losungen 1p; bereits kennen.

Praktisch geht man nun so vor, daBl man eine bestimmte
Elektronenverteilung annimmt, daraus den Hartree-
Fock-Operator her konstruiert, durch Lésen von GI.
(30) neue ¢; erhilt und mit diesen ein neues effektives
Potential berechnet, usw., solange bis das Feld selbst-
konsistent ist, was im allgemeinen nach wenigen
Tterationen der Fall ist. Man spricht deshalb auch vom
Verfahren des selbstkonsistenten Feldes (Self-Consis-
tent Field, SCF).

Zur Losung der effektiven Eiunelektronengleichung, d.h.
zur Berechnung der Hartree-Fock-Orbitale oder SCF-
Orbitale, bedient man sich heute meist des Ritzschen
Verfahrens, d.h. man stellt die SCF-Orbitale als Linear-
kcmbinationen eines gegebenen Satzes von Einelektro-
nenfunktionen dar. Bei Atomen kann man als Basis so-
genannte Slater-Funktionen wihlen, von der Form

Ynim (r, &, @) = N =1 e~2nr Y'I" @.p). (31)

Dabei ist N ein Normierungsfaktor, 7 ein variabler
Parameter, 7, / und m sind in Grenzen frei wihlbare
ganze Zahlen und Y7 normierte Kugelfldichenfunktio-
nen 343,

[33] heg enthilt zusitzlich den sogenannten Austauschoperator,
der anschaulich schwer zu interpretieren ist und der daftir sorgt,
daB Elektronen mit gleichem Spin einander nicht zu nahe kom-
men. Uber die Hartree-Focksche Methode gibt es einige gute
Ubersichtsartikel, z.B. D. R. Hartree: Calculation of Atomic
Structures. J. Wiley, New York 1957; R. K. Nesber, Rev. mod.
Physics 33, 28 (1961); C. C. J. Roothaan, Rev. mod. Physics 23,
69 (1951); 32, 179 (1960).

[34] Wenn das effektive Feld ein Zentralfeld ist, d.h. wenn das
Potential nur vom Abstand vom Kern abhingt, kann ein Atom-
orbital als ein Produkt einer Funktion R(r) und einer Kugel-
flichenfunktion Y;” geschrieben werden, die nur von den spha-
rischen Polarkoordinaten ¢ und @ abhingt, geographischer Breite
und Linge auf der Erdkugel vergleichbar. Die moglichen Kugel-
fiichenfunktionen werden durch zwei ganzzahlige Indices I und m
gezihlt, wobei | m| < /. Die einfachste Kugelfunktion ¥ ist eine
Konstante, d.h. sie hingt weder von & noch von ¢ ab. Zu /=1

gehoren die Funktionen Y¢ ~cos #; Y-} ~ sin 9e-i; Yi~
sin deiv, etc. Beziiglich Einzelheiten siehe z. B. L. Pauling u. E. B.
Wilson [3], zum Symmetrieverhalten der Orbitale allgemein {32].
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Die zur Berechnung der Matrixelemente erforderlichen
Integrale lassen sich mit dieser Basis geschlossen aus-
werten, auBerdem Kkonvergiert eine Entwickung von
Atom-Orbitalen nach Slater-Funktionen sehr gut,
so dall wir heute iiber sehr genaue analytische SCF-
Orbitale der Atome verfiigen. Fiir viele Zwecke reicht
es, jedes Atom-Orbital durch eine einzige Slater-Funk-
tion zu approximieren. Wie Slater bereits 1930 zeigte,
lassen sich die optimalen Werte von % und » ndherungs-
weise nach sehr einfachen Regeln, den Slaterschen Re-
geln 351 angeben. So lauten die gendherten Atom-Orbi-
tale des C-Atoms nach den Slaterschen Regeln

Is  pro= Ne 5T

2s g = N're 1:625r

2p6 pato= N” re 1:625r cos} = N*" z ¢71,625r

2pR oi = N7 r e 16257 sind eip = N7 (x + ip)e~1.625¢
2pw ol = N’ re 1625 sind e ip = N™ (x - iy)e~ 16257,

tatt 2pm und 2pw kann man auch die beiden reellen
Funktionen

1 —
2px = N x g~ 1:625r = T/‘Z_ (2pm + 2p7)

und
-i _
2py = N” y g~1:625r — W (2pw - 2pm)

verwenden.

Die Slater-Funktionen haben eine gewisse Ahnlichkeit
zu den Eigenfunktionen der wasserstoffihnlichen Ionen,
mit dem wesentlichen Unterschied, daB3 dic effektive
Kernladung fiir verschiedene Atomorbitale verschieden
ist. (Bei den wasserstoffahnlichen Funktionen gilt 7 =
Z/n, wobei Z die Kernladung und » die Hauptquanten-
zahl ist.) Der Einflull der anderen Elektronen wird in
dieser Niherung durch eine teilweise Abschirmung der
Kernladung berticksichtigt. — Man mul3 zwischen den
Slater-Funktionen im Sinne der Slaterschen Regeln, wo
man jedes Atom-Orbital durch eine Funktion des Typs
(31) annédhert, und der Verwendung von Slater-Funktio-
nen als Basis fiir eine Berechnung nach dem Ritzschen
Verfahren unterscheiden. In der zweiten Bedeutung ist
oft die Abkiirzung STO (Slater Type Orbitals) iiblich.

Fiir ein einzelnes Elektron im Feld einer Punktladung
kann man die moglichen Orbitale durch drei Quanten-
zahlen, n, I, m, charakterisieren, die man als Haupt-,
Neben- und magnetische Quantenzahl bezeichnet —
wobei die Energie nur von der Hauptquantenzahl n
abhingt. Allgemein gilt / << 7; [m < I; Orbitale mit / —
0, 1, 2, 3 etc., bezeichnet man als S, p, d, f, etc.-Orkitale.
Fiir ein Elektron in einem Zentralfeld, das aber nicht
mehr gleich dem Feld einer Punktladung ist, sind #, /
und s immer noch sogenannte gute Quantenzahlen,
die Energie hidngt aber auBler von n noch von / ab. Dieser
Fall ist in guter Ndherung bei den meisten Atomen ver-
wirklicht,

[35] C. Zener, Physic. Rev. 36, 51 (1930); J. C. Slater, ibid. 36,
57 (1930). — Die neuerdings von E. Clementi (J. chem. Physics 38,
2686 (1963); 40, 1944 (1964)) nach dem Variationsprinzip be-
rechneten besten Orbitale dieser einfachen Form unterscheiden
sich nicht wesentlich von den nach den Slaterschen Regeln zu
béstimmenden.
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Abb. 2. Energien der mdglichen Orbitale in einem Atom. In jedes Kist-
chen passen maximal zwei Elektronen.

Abbildung 2 zeigt schematisch die Reihenfolge der Or-
bitalenergien. Der Aufbau des periodischen Systems der
Elemente kommt jetzt dadurch zustande, daB die Elek-
tronen die jeweils energetisch niedrigsten Plitze ein-
nehmen. Man erkennt leicht, dafl zundchst die K-Schale
(n = 1) und dann die L-Schale (r# = 2) besetzt wird, wo-
bei in der letztgenannten zuerst die zwei s-Elektronen
(/= 0) und dann die sechs p-Elektronen (/= 1) an der
Reihe sind. Das niedrigste 3d-Niveau liegt beim K-
Atom etwas hoher als 4s, weshalb die 3d-Unterschale
erst spiter (von Sc bis Zn) aufgefiillt wird. Auch das
Auftreten der Seltenen Erden kann man sich nach dem
Aufbauprinzip im Rahmen des Modells der unabhin-
gigen Teilchen klarmachen. — Zum Verstindnis beson-
derer Feinheiten im Aufbau des Periodensystems und
der Spektralterme der Atome mufl man aber iiber dieses
einfache Schema hinausgehen. Die Gesamtenergie ist
auch im Rahmen des IPM nicht einfach gleich der
Summe der Orbitalenergien.

Das Zustandekommen der UV-Spektren kann man sich
im Rahmen des IPM so vorstellen, daB ein Elektron aus
dem (im Grundzustand) hochsten besetzten Orbital in
das niedrigste unbesetzte Orbital (oder cines der nied-
rigsten) angehoben wird, siehe Abb. 3.

Viel schwieriger ist die Losung der Hartree-Fock-
Gleichungen von Molekiilen, d.h. die Berechnung
der besten Molekiil-Orbitale (MOs) [36), In der Genauig-

— — —+
j— : s
5
R e
= e
Singulett Triplett
Grundzustand 1 angeregter Zustand

Abb. 3. Schematische Darstellung eines Elektroneniibergangs im Ein-
elektronenschema. Um zu verstehen, dal Singlztt und Triplett verschie-
dene Energien haben, mufl man die Elektronenwechselwirkung beriick-
sichtigen.

[36] Die Mcthode der Molekiilorbitale (in der dlteren deutschen
Literatur ,,Methode der Molekiilzustinde*) ist die wichtigste
Niherungsmethode der Valenztheorie. Sie wurde von F. Hund
(Z. Physik 40,741 (1927); 51, 759 (i928); 52, 601 (1928):
73, 1, 565 (1932)) und R. S. Mulliken begriindet (Physic. Rev. 32,
186 (1928); 41, 49 (1932)). Siehe dazu auch F. Bloch, Z. Physik
52,555(1928); G. Herzberg, Z.. Physik 57, 601 (1929); J. Lennard-
Jones, Trans. Faraday Soc. 25, 668 (1929); E. Hiickel, Z. Physik
70, 204 (1931); 72, 310 (1931); 76, 628 (1932); 83, 632 (1933).
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keit mit atomaren Rechnungen wetteifern konnen nur
diejenigen am Hp-Molekiil (37]. An vielen zweiatomigen
und anderen kleineren Molekiilen kam man jedoch in
den letzten Jahren den Loésungen der Hartree-Fock-
Gleichungen schon sehr nahe. Gerade deshalb wird man
sich heute der Grenzen des Modells der unabhingigen
Teilchen (siehe Kap. 1.7) deutlich bewuBt.

Fur manche Fragestellungen kann es als ausreichend
gelten, jedes Molekiil-Orbital als Linearkombination je
eines Atom-Orbitals (oder stattdessen einer einfachen
Slater-Funktion) der beteiligten Atome anzunihern,
wobei die Entwicklungskoeffizienten ¢; gemif Gl. (14)
im Sinne des Variationsprinzips optimal zu bestimmen
sind. Man spricht dann von der LCAO-Niherung
(Lincar Combination of Atomic Orbitals). Bessere
Molekiil-Orbitale kann man im Prinzip erhalten, wenn
man mehrere Slater-Funktionen pro beteiligtem Atom
nimmt. Da diese Slater-Funktionen fiir verschiedene
Zentren definiert sind, treten Mehrzentrenintegrale
auf, die nur mit sehr groBem Aufwand zu berechnen
sind — so daB eine erweiterte LCAO-Niherung
(auBer fiir zweiatomige Molekiile) bisher wenig aus-
sichtsreich erschien. Ja selbst gewohnliche MO-LCAO-
Rechnungen scheiterten lange am Problem der Berech-
nung der Matrixelemente 381, Die MO-LCAO-SCF-
Methode fiir Molekiile wird auch als Roothaan-SCF (39
bezeichnet — im Gegensatz zu der viel benutzten Pople-
SCE-Methode 401, die noch zusitzliche Niherungen
und semiempirische Korrekturen aufweist.

Heute ist dic Tendenz deutlich, als Alternative zur er-
weiterten LCAO-N#herung, bei der die Basis aus Slater-
Funktionen um verschiedene Zentren besteht, mit sol-
chen Basisfunktionen zu arbeiten, die zwar eine weniger
gute Konvergenz gewihrleisten, mit denen sich aber alle
auftretenden Integrale geschlossen auswerten lassen.
Dazu gehoéren einmal die Einzentren-Entwick-
lungen, bei denen man die Molekiil-Orbitale nach
Slater-Funktionen entwickelt, die alle fiir das gleiche
Zentrum, etwa den Schwerpunkt des Molekiils, defi-
niert sind. Dieses Verfahren ist gut geeignet fiir Mole-
kiile wie CHy. Daneben erfreuen sich seit einigen Jahren

[37]1 C. A. Coulson, Proc. Cambridge philos. Soc. 34, 204 (1938);
G. Berthier u. M. Mayot, J. Chim. Phys. 1959, 504; E. R. David-
son, J. chem. Physics 37, 1918 (1962).

[38] Nur fiir die Einzentrenintegrale und fiir gewisse Zweizen-
trenintegrale lassen sich bei Verwendung von Slater-Funktionen
als Basis geschlossene mathematische Ausdriicke angeben. Zur
Berechnung der anderen Integrale sind komplizierte Hilfsfunk-
tionen erforderlich, die z.B. durch unendliche Potenzreihen de-
finiert sind. Bis Ende der fiinfziger Jahre galt das Problem der
Berechnung dieser Integrale als das entscheidende Hemmunis fiir
die Weiterentwickiung der Quantenchemic. Zwischen 1955 und
1960 wurden mehrere Integraltafeln publiziert, aus denen man
die gewiinschten Integrale mit einiger Miihe interpolieren konnte.
Es erwies sich inzwischen aber als wesentlich vorteilhafter, die
erforderiichen Integrale nicht aus Tabellen zu r.ehmen, sondern
sie im Rahmen einer elektronischen Rechnung mithilfe von Un-
terprogrammen jeweils zu berechnen. Einige Forschergruppen
verfiigen iiber ausgezeichnete Integralprogramme, nur sind sie
der Allgemeinheit i.a. nicht zuginglich, so daf3 die gleiche Arbeit
immer wieder ncu und unabhingig geleistct werden mufl. Die
Situation wird sich vermutlich in einigen Jahren bessern. Es gibt
z.B. seit drei Jahren einen quantenmechanischen Programmaus-
tausch (QCPE) (Indiana University, Bloomington, Ind., USA).

[39] C. C. J. Roothaan, Rev. mod. Physics 23, 69 (1951); G. G.
Hall, Proc. Roy. Soc. (London) 205, 541 (1951).

[40) J. A. Pople, Trans. Faraday Soc. 49, 1375 (1933); R. Pariser
u. R. G. Parr, J. chem. Physics 2/, 466, 767 (1953).
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die GaufB-Funktionen4] groBer Beliebtheit, Wird
eine GauB-Funktion ¢; fiir ein Zentrum t; = (x;, i, 2)
definiert, und stelle ¥ = (x, y, z) die Koordinaten des
Aufpunkts dar, so ist die GauB-Funktion — es handelt
sich hierbei um eine ,,reine** GauB-Funktion — gegeben
durch

@i = N e ait=5 1%

e —1l2=(x—x)2+ (0 — 32+ (z—292.  (32)

a ist ein variabler Parameter. Die Zentren der Gauf-
Funktionen konnen beliebig gewédhlt werden und miis-
sen nicht notwendigerweise mit den Orten der Kerne
zusammenfallen. Eine p-Funktion JaBt sich sehr grob
durch zwei solche GauB-Funktionen darstellen, die
hantelartig um den zugehorigen Kern angeordnet sind.
Man kann auch Gaull-Funktionen verwenden, die noch
mit Potenzen von r—1;; und Kugelfunktionen multipli-
ziert sind (analog GI. (31)). Eine ausschlielliche Ver-
wendung reiner GauB-Funktionen hat aber offenbar
rechnerische Vorteile (42},

1.7. Die Elektronenkorrelation

Das Modell der unabhingigen Teilchen ist sehr an-
schaulich, denn die Zahl der Elektronen ist gleich der
Zahl der Orbitale (AOs bei Atomen, MOs bei Mole-
kiilen), so da3 man so tun kann, als befinde sich je ein
Elektron in einem Orbital. Rechnungen im Rahmen
dieses Modells sind meist nicht allzu schwierig.

Die Losungen der SCF-Gleichungen sind nur in Bezug
auf gewisse Fragestellungen als gut anzusehen, in Be-
zug auf andere sind sie unbrauchbar. Die Elektronen-
dichte p als Funktion des Ortes, definiert durch

oW =aflyp*1.2,...my (1,2,.. .n)dr2drs. . .dTy 33)

ergibt sich in der Regel befriedigend genau. Ahnlich gut
ergeben sich oft die Erwartungswerte von Einelektro-
nenoperatoren, d.h. Operatoren der Form A (1, 2,. . .n)

[41] Die Literatur der letzten Jahre {iber die Verwendung von
GauB-Funktionen ist iberaus umfangreich. Die GauB-Funktio-
nen schneiden deshalb im Vergleich zu den Slater-Funktionen
nicht schlecht ab, weil man zwar drei- bis viermal mehr Basis-
funktionen braucht, d.h. 34 bis 44 mal mehr Zweielektroneninte-
grale berechnen muB, man diese Integrale aber etwa 100-mal
schneller berechnet, so daB der Rechenaufwand ungefahr gleich
ist. Der Programmieraufwand ist dagegen bei Gauf3-Funktionen
unverhiltnismaBig geringer. Inzwischen ist ein allgemeines SCF-
Programm fiir Molekiile unter Verwendung von GauB-Funktio-
nen unter dem Namen Polyatom beim QCPE (siche [38]) jeder-
mann zuginglich. Es gibt allerdings offenbar der Allgemeinheit
noch nicht zugingliche wesentlich (wahrscheinlich um einen Fak-
tor 10) schnellere Programme. Mit GaufB-Funktionen nédhert
man die wahre Wellenfunktion notwendigerweise schiecht an in
Kernnihe und in groBen Abstinden, recht gut dagegen in mittle-
ren Abstinden. Diese Unzuldnglichkeit wirkt sich vietfach aber
nicht aus. — Es scheint, daf die rationelle Programmierung mit
Slater-Funktionen inzwischen groBe Forschritte gemacht hat, so
daB die Slater-Funktionen den Vorsprung der Gau3-Funktionen
vielleicht bald wieder einholen. Siehe insbesondere F. E. Harris u.
H. H. Michels, J. chem. Physics (1966), im Druck. — Es sei er-
wihnt, daB noch andere Funktioncnsdtze fiir spezielle atomare
Probleme verwendet werden, z. B. Laguerre-Funktionen und fiir
zweiatomige Molekiile Zweizentren-Funktionen, die in ellip-
tischen Koordinaten definiert sind.

[42] H. Preuss, Z. Naturforsch. //a, 823 (1956).
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=a(l)+a(2) + ...a(n). Der Fehler der Gesamtener-
gie liegt bei atomaren SCF-Rechnungen bei etwa 1%
(bei Molekiilen ist er meist etwas groBer), was befriedi-
gend wire, wenn diese Gesamtenergie der Endzweck
der Rechnung wire,

In Wirklichkeit interessieren aber Energiedifferen-
zen (z.B. Bindungsenergien oder Energien spektraler
Ubergénge), die klein gegen die Gesamtenergien sind.
Es ist tiblich, diejenigen Effekte, die man vernachlissigt,
wenn man das Modell der unabhiingigen Teilchen in der
Form der Hartree-Fockschen Néherung anwendet, als
die Elektronenkorrelation3] zu bezeichnen. Ins-
besondere heiflt die Differenz zwischen Hartree-
Fock-Energie und wahrer (nicht-relativistischer)
Energie die Korrelationsenergie. Wire die Korre-
lationsenergie fiir verschiedene angeregte Zustiinde des
gleichen Atoms (oder Molekiils) etwa gleich groB, so
wiirde sie sich bei der Differenzbildung wegheben und
man brauchte sie zur Berechnung der Spektren nicht zu
beachten. Genau das ist aber nicht der Fall! Ebenso
dndert sich beim Ubergang von getrennten Atomen zum
Molekiil die Korrelationsenergie ganz betrichtlich, und
diese Anderung ist von der gleichen GroBenordnung
wie die Anderung der SCF-Energie. Bei der Berechnung
von Bindungsenergien und spektroskopischen Uber-
gdngen ist es nicht zuldssig, die Elektronenkorrelation
zu vernachlissigen. '

Das wichtigste Verfahren, die Elektronenkorrelation
wenigstens teilweise zu beriicksichtigen, besteht in der
Methode der Konfigurationswechselwirkung
(Configurational Interaction, CI). Dieser Begriff stammt
urspriinglich aus der Atomspektroskopie und bezog
sich auf Fille, in denen das Modell der unabhidngigen
Teilchen schon in erster Ndherung versagte. Wir ver-
stehen heute unter CI, daB3 wir mit einem Ansatz fiir die
Wellenfunktion arbeiten, der eine Summe!44] von
Slater-Determinanten ist (statt einer einzigen Slater-
Determinante beim SCF-Verfahren), wobei die Koeffi-
zienten der einzelnen Determinanten nach dem Varia-
tionsprinzip optimal zu bestimmen sind. Ist ¢; ein voll-
stindiger Satz von Einelektronenfunktionen, so sind
samtliche moglichen Slater-Determinanten, die aus n
solchen @; gebildet werden konnen, ein vollstindiger
Satz von n-Elektronenfunktionen. D.h. nehmen wir
eine geniigend groBe Basis von Einelektronenfunktio-
nen, etwa m solche Funktionen, so kdnnen wir die wahre
Wellenfunktion im Prinzip beliebig121 genau durch
einen CI-Ansatz darstellen. Eine Schwierigkeit dabei ist,
daBl das Verfahren im allgemeinen nicht sehr gut kon-
vergiert und daB3 mit steigender Elektronenzahl »n die
Zahl der erforderlichen Konfigurationen mit () wichst,
so daB man rasch auf so hohe Dimensionen der Sikular-
gleichung (15) st6ft, dal auch die besten Rechenma-
schinen sie nicht bewiltigen konnen.

{431 Eine gute Ubersicht iiber das Korrelationsproblem gibt
P. O. Lowdin: The Correlation Problem in Many-Electron
Quantum Mechanics. Adv. chem. Physics 2, 207 (1959); siehe fer-
ner: Physic. Rev. 97, 1474 (1955).

[44] In einigen Fillen verwendet man aus Symmetriegriinden
statt einer einzelnen Slater-Determinante eine Summe von sol-
chen, wobei die Koeffizienten allerdings von vornherein fest be-
stimrat sind. Es ist nicht iiblich, in einem solchen Fall von Konfi-
gurationswechselwirkung zu sprechen.
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Man kann beim CI-Verfahren von einem beliebigen
Satz von Einelektronen-Funktionen ausgehen, meist
fithrt man jedoch zuerst eine SCF-Rechnung durch und
wihlt als Basis die SCF-Orbitale plus weitere Funktio-
nen. Die CI-Wellenfunktion besteht dann aus der SCF-
Slater-Determinante plus weiteren Slater-Determinan-
ten. Bei den meisten CI-Rechnungen werden nur wenige
solche Determinanten hinzugefiigt, die man aufgrund
heuristischer Erwigungen auszusuchen pflegt, da eine
systematische CI-Rechnung zu viel Aufwand bedeutet.
Was gemeinhin als ,,vollstindige CI-Rechnung‘‘ be-
zeichnet wird, ist ein Euphemismus, denn es bedeutet,
dafl man eine LCAQ-Basis wihlt, beim Benzol z.B. be-
stehend aus den 6 p.-Orbitalen der beteiligten Atome,
und — bei Vernachlidssigung aller s-Elektronen — die
aus diesen 6 Atom-Orbitalen, d.h. 12 Spinorbitalen zu
bildenden Determinanten konstruiert und die gesuchte
Wellenfunktion als eine Linearkombination von ihnen
approximiert. Vielfach fiihrt man (zur Berechnung von
Spektren) CI-Rechnungen mit der SCF-Slater-Deter-
minante plus ,,einfach angeregte Konfiguration‘ durch,
d.h. Determinanten, in denen ein Spin-Orbital der SCF-
Determinante durch ein anderes (sog. virtuelles) ersetzt
wird. Damit erhélt man i.a. bessere Ndherungen fiir die
angeregten Zustinde (als mit dem IPM), erfallt aber
durchaus nicht die Korrelation des Grundzustandes.

Es gibt Verfahren, die der Elektronenkorrelation er-
folgreicher Rechnung tragen als die Methode der Kon-
figurationswechselwirkung, aber sie sind in der Regel
nur in speziellen Fillen anwendbar, wie z.B. der Hyl-
leraassche Ansatz[45] fiir das He-Atom, der auf Zwei-
elektronen-Systeme beschrdnkt ist, Einige neuere An-
sdtze gestatten, die Elektronenkorrelation zu erfassen,
ohne zu schwerfillig zu werden, z.B. die Methode der
verallgemeinerten Produktfunktionen 30, der Cluster-
Entwicklungen 461, der direkten Berechnung ,,natiir-
licher** Orbitale [47], etc.

Die Zusammenstellung in Abb. 4 gibt nochmals die we-
sentlichen Typen quantenmechanischer Methoden, wo-

[ relativistische, nichtadiabatische Rechnung ]

| relativist, adiabat R._] | nichtrelativist, adiabatR. |

[ strenge,nichtrelativistische,adiabat. Behandlung ]

1

teilweise Berucksichtigung der Elektranenkarrelation,
besonders Konfigurationswechselwirkung  (C1 )

f

Modell der unabhangigen Teilchen, Cl mit
Hartree-Fock- oder SCF-Methode LCAD-Basis

[ MO-LCAD-SCF-Methode |

Miter vereinfachte MO-LCAO-Methode, z.B. Hickel-Theorie ]

T. Kinoshita, Phys. Rev. 103, 1490 (1957); C. L. Pekeris, ibid. 112,
1649 (1958).

[46] L. Szasz, Z. Naturforsch. 15a, 909 (1960); Physic. Rev. 132,
936 (1963); O. Sinanoglu, Adv. chem. Physics 6, 315 (1964).

[47) W. Kutzelnigg, J. chem. Physics 40, 3640 (1964); D. D.
Ebbing u. R. C. Henderson, J. chem. Physics 42, 2232 (1965).

801



bei von Zeile zu Zeile eine weitere Niherung eingefiihrt
wird. Die in den ersten drei Zeilen genannten Methoden
sind bisher nur bei Ein- und Zweielektronen-Systemen
mit Erfolg angewendet worden. Eine ,,nichtadiabatische
Rechnung‘ des Hy-Molekiils (mit relativistischen Kor-
rekturen) wurde erst 1963 durchgefiihrt 48],

1.8. Schluf

Bei quantenmechanischen Rechnungen werden in der
Regel zwei Voraussetzungen stillschweigend getroffen.
Die eine besteht in der Vernachldssigung aller relativi-
stischer Effekte, die zweite im Setzen der Born-Oppen-
heimerschen Niherung. Fiir die meisten Anwendungen
sind beide Niherungen unbedenklich. In den letzten
Jahren beanspruchen aber gerade Fille, fiir die wenig-
stens eine der beiden Niherungen nicht zuldssig ist,
besonderes Interesse. Kern- und Elektronenspinreso-
nanz-Spektren sind eigentlich nur im Rahmen einer re-
lativistischen Theorie zu verstehen. Andererseits spielen
heute in der Theorie der Elektronenspektren von Mole-
kiilen die ,.vibronischen Wechselwirkungen*, d.h. die
Wechselwirkung zwischen Schwingungs- und Elektro-
nenzustinden eine groBle Rolle, ferner die Symmetrie-
FErniedrigung von Molekiilen in entartetem Grundzu-
stand (Jahn-Teller-Theorem) 491, FErscheinungen, zu
deren Deutung man iiber die Born-Oppenheimersche
Niherung hinausgehen muf.

Nicht unbedenklich sind auch Néherungen, die etwa
durch die Stichworte ,,Modell der unabhingigen Teil-
chen” oder ,,SCF-Rechnung® und ,,LCAO-Niherung”
gekennzeichnet sind. Die Elektronenkorrelation, die
man bei Anwendung der SCF-Methode vernachlissigt,
spielt in vielen Fillen nicht nur quantitativ, sondern
auch qualitativ eine Rolle. Das H-lon hat z.B. im
Rahmen der SCF-Niherung eine hohere Energie
(—0,485 at. EI50]) als ein H-Atom und ein weit entferntes
Elektron (—0,500 at. E); es sollte also nicht stabil sein.
Eine genauere Rechnung gibt aber fiir das H™ die Ener-
gie (~0,528 at. E) in Ubereinstimmung mit der Erfah-
rung, dafl das H-Atom elektronenaffin ist.

[48] W. Kolos u. L. Wolniewicz, Rev. mod. Physics 35, 473(1963);
1. chem. Physics 41, 3674 (1964).

[49) H. A. Jahn u. E. Teller, Proc. Roy. Soc. (London), Ser. A
161, 220 (1937); 164, 117 (1938).

[50] Eine atomare Energieeinheit (at. E.) ist definiert als dic dop-
pelte Ionisierungsenergic des H-Atoms, das entspricht 27,2 eV
oder 628 kcal/mol. Als atomare Einheiten fiir Masse, elektrische
Ladung und Linge verwendet man die Elektronenmasse, die
Elektronenladung und den Bohrschen Radius des Wasserstoff-
atoms im Grundzustand (entsprechend 0,529 4). In diesen Ein-
heiten haben #, e und m den Zahlenwert 1, und die quantenme-
chanischen Gleichungen erhalten eine besonders einfache Form.
Deshalb werden quantenmechanische Rechnungen fast aus-
schlieBlich in atomaren Einheiten durchgefiihrt.

802

Je groBer ein Molekiil ist, umso weitgehendere Nihe-
rungen sind notwendig, wenn man iiberhaupt in endlicher
Zeit eine Losung bekommen will. Da aber auch bei
kleinen Molekiilen die erzielbare Genauigkeit bisher
selten befriedigt, wiren Rechnurigen an groBlen Mole-
kiilen volliz wertlos, wenn man nicht die Fehler der
Néherungen durch semiempirische Korrekturen wett-
zumachen suchte und die verwendeten Methoden nicht
mehr eigentlich als quantenmechanische Ndherungs-
verfahren, sondern als Interpolationsmethoden
auffalite.

In diesem Teil I sehen wir die Methodik der Quanten-
chemie ganz von der mathematisch-physikalischen
Secite. Es muf3 im folgenden unternommen werden, die
Beziehung zwischen den rein quantentheoretischen Be-
griffen herzustellen zu solchen Begriffen, die man aus
der Erfahrung kennt, wie Wertigkeit, Valenzwinkel,
Bindungslinge, Elektronegativitit, induktiver Effekt,
etc. Nach der ,,rechnerischen® Quantenchemie wird da-
mit die ,,interpretiecrende Quanterchemie® zu Worte
kommen. Es wird sich zeigen, daBl beide ohne einander
nicht auskommen.

Ein wichtiges Hilfsmittel der Quantenchemie mufite in
diesem Bericht iibergangen werden, nimlich die Bertick-
sichtigung der Teilchensymmetrie, die mit Hilfe der
Gruppentheorie 511 moglich ist. Der groBle Wert der
Gruppentheorie besteht darin, dal sie Aussagen iiber
die Losung der Schrodinger-Gleichungen erlaubt, ohne
daB3 man diese dazu berechnen mufB. Besonders in der
Anfangszeit der Quantentheorie, als numerische Rech-
nungen eine viel schwierigere Aufgabe darstellten als
heute, spielten gruppentheoretische Uberlegungen eine
kaum hoch genug zu wertende Rolle, etwa bei der Deu-
tung der Atomspektren. Die Ligandenfeldtheorie der
Metallkomplexe ist weitgehend angewandte Gruppen-
theorie.

Der Bereich der quantenchemischen Forschung reicht
sehr weit. Br geht von der formalen Theorie der Ldsun-
gen der Schridinger-Gleichung und anderen abstrakten
mathematischen Disziplinen bis zur Theorie der magne-
tischen Eigenschaften der Materie, der intermolekularen
Wechselwirkungen und der chemischen Reaktivitét,
von strengen ab-initio-Rechnungen an Atomen und
kleinen Molekiilen bis zur semiempirischen Theorie
biologisch interessanter Makromolekiile.

Eingegangen am 12. August 1965, ergdnzt am 28. Juni 1966
[A 534)

[51] Es besteht ein sehr groBes Angebot an Lehrbiichern der
Gruppentheorie. Fir Chemiker besonders geeignet sind u.a.
R. McWeeny: Symmetry. Pergamon, London 1963; F. A. Cotton:
Chemical Applications of Group Theory. Wiley, New York
1963; V. Heine: Group Theory in Quantum Mechanics. Perga-
mon, London 1960.
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